
深挖價値，打開認知通法之門――
談“被3整除的數的特徵”的教學

   文│吳海燕
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“被 3整除的數的特徵”是小學數學

中一個重要的學習內容，它與被 2、5 整

除的數的特徵一同被直接應用於分數的大

小比較、分數的加減乘除運算，支援分數

基本性質的探究與認識等。“被 3整除的

數的特徵”這一學習內容，除了其數學事

實的後續運用，實際在認識上還有很重要

的作用與價值，本文將對其價值進行分析

與闡述。

一、拓寬思路，增長見識
“被 3整除的數的特徵”的學習在不

同版本的教材中都是被安排在“被 2、5

整除的數的特徵”的學習之後，呈現的框

架也基本相同。這三個內容的學習都是先

呈現出可以被整除的資料資訊，然後在對

比觀察下發現特徵。對於“被 2、5 整除

的數的特徵”來講，學生的發現相對容易，

因為通過資料的表層比較及數認識經驗的

支援下，學生可以輕而易舉地發現被 2整

除的數都是雙數，不能被 2整除的數都是

單數，從而得到被 2整除的數的特徵是個

位是 0、2、4、6、8 的數，被 5 整除的

數的特徵是個位是 0或 5的數。但是“被

3 整除的數的特徵”對學生來說就不易發

現了。“發現”在詞典裡的含義是經過研

究、探索等，看到或找到前人沒有看到的

事物或規律。“被 2、5 整除的數的特徵”

的規律發現是外顯的，學生通過對資料

的觀察即可獲得對規律的認識，但是“被

3 整除的數的特徵”其規律是內隱的，

借助簡單的觀察是無法獲知的。因此前

面發現“被 2、5 整除的數的特徵”的學

習活動經驗不能直接應用於“被 3 整除

的數的特徵”的學習發現之中。故在實

際的教學中，教師常常會跳過組織學生

進行觀察發現的學習活動，而採用“明

確問題—告知答案”這一“短平快”的

方式，繼而在課堂上留出充足的時間進

行大量練習，以鞏固強化“被 3 整除的數

的特徵”，輔助學生準確記憶數學事實。

那麼，問題來了。在“被 3整除的數

的特徵”的學習中，要不要給學生留出時

間和空間組織他們進行觀察與發現的學習
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活動呢？通過對任課教師的訪談瞭解到，

教師之所以不給學生留出觀察發現的時間，

是因為教師依經驗知道即使給學生留出時

間，學生也是不能夠自己發現的，所以既

然發現不了那就乾脆直接告訴學生，這樣

省下的時間可以用在理解記憶上，多做幾

個練習，以確保學生對特徵的掌握。這樣

我們就聚焦在一個新的問題上——給學生

留出時間自己觀察發現，在“浪費”了時

間還發現不了“被 3整除的數的特徵”的

過程中，學生有無收穫？若有，其收穫是

不是必要的有價值的呢？我們可以試想，

在學生經過艱苦的努力還沒有獲得結果的

情形下再告訴學生，告知的效果會不會更

好，獲知結果的學生會不會有豁然開朗、

恍然大悟的歡喜？帶着研究假設我們走進

課堂，去瞭解學生學習的心路歷程。首先

學生借助被2、5整除的數的特徵的活動經

驗形成被 3整除的數的特徵的猜想。即：

個位上是 3、6、9的數能被 3整除⋯⋯然

後學生在觀察比較中推翻自己的假設，然

後絞盡腦汁苦思冥想想要找到新的發現，

百思不得其解。學生找不到結論，課堂很

安靜，大家都在沉思和演算。這樣的一個

艱難的過程有甚麼價值嗎？首先學生釐清

了自己的思路、清楚並明確了問題，藉此

活動打開了學生的感知之門。如此之後再

來揭示“被 3整除的數的特徵”，學生的

獲得就不僅僅是數學事實了，更多的學生

在課堂總結上談到方法，談到了認識的成

長。有學生說：“我知道了一個發現規律

的新方法，原來還可以在

發現規律裡用到加法的計

算。”還有學生說：“是

不是以後還可能用到減法、

乘法、除法計算或者把計

算綜合運用來發現規律呢？”從學生的反

思和想法中，我們已經清楚了經歷過程的

重要價值。如此探究但“未果”的學習活

動啟發了學生對於解題思路的關注，引發

了更多的問題與思考，喚起學生對“以後”

的好奇與假想。另外，在解決問題的過程

中，學生面對困難不斷嘗試，在嘗試中感

受挫折面對挫折，這樣的經歷也有助於學

生形成百折不撓勇於探究的精神和勇氣。

如此學習，在獲知數學知識的同時，積累

學習的經驗，拓寬解決問題的思路，獲得

認知和心理的成長，培養數學學習興趣，

指向學科的育人目標。所以，在學習“被

3整除的數的特徵”這一內容時，擠佔學

生自己嘗試解決問題的時間是不可取的，

學生在學習時要經歷自主探究自主發現的

學習活動，它在學生的成長中是必要的是

不可或缺的。

二、由表及裡，萬象歸一
知道了“被 3整除的數的特徵”——

一個數各個數位上數的和能被 3整除，這

個數就能被 3整除。但對於大多數的學生

來說，其背後的道理還是非常疑惑的，不

理解為甚麼會是這樣的。在“被 2、5 整

除的數的特徵”學習時，學生借助經驗的
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支撐還是可以說服自己的，因為學生對於單數和雙數在生活中積累了豐富的經驗，能夠

接受雙數被2整除，而單數不行，所以可以認可被2整除的數的特徵，即個位是0、2、4、

6、8的數能被 2整除。借助一年級就會的 5個 5個數數的經驗，學生也能理解個位是 0

或 5的數能被 5整除。而“被 3整除的數的特徵”即使學生進行了大量的舉例驗證，但

是仍舊很難清晰其背後的道理。那麼，背後的道理到底是甚麼呢？實際上借助學生之前

認識的有餘數除法和乘法分配律，就可以幫助學生解答困惑。

首先我們先來清晰如下一個基本的事實。

因為 10÷3=3⋯⋯1;100÷3=33⋯⋯1; 1000÷3=333⋯⋯1以此類推

所以 10=3×3+1；100=33×3+1；1000=333×3+1，以此類推。

那麼，要判斷 351 能否被 3整除？為甚麼用 3+5+1=9，只判斷 3是否整除 9就可以

了呢？

把 351 與上面的事實建立起聯繫，就可以得到如下的推理。

351=3×100+5×10+1

      =3×[(33×3)+1]+5×[(3×3)+1]+1

      =[3×(33×3)+3×1]+[5×(3×3)+5×1]+1

      =[3×(33×3)+5×(3×3)]+[3×1+5×1+1]

      =[3×(33×3)+5×(3×3)]+[3+5+1]

如此，我們就可以清楚知道 [3×(33×3)+5×(3×3)] 是 3 的倍數，可以被 3整除，

所以只需要考慮 [3+5+1] 是否被 3整除，就可以判斷出 351 是否被 3整除了。

按照如上的方法，“被 2、5整除的數的特徵”也就可以清晰地理解和解釋了。

因為 10÷2=5;100÷2=50; 1000÷2=500 以此類推

所以 10=2×5；100=2×50；1000=2×500，以此類推。

那麼，給定任何一個數，我們也都可以把數拆分寫成乘加的形式。如：

739=7×100+3×10+9

      =7×2×50+3×2×5+9

由此可知，[7×2×50+3×2×5] 一定能被 2 整除，所以只考慮 9 是否能被 2 整

除即可。
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被 5整除的數的特徵道理同上。

如此推演，學生不但知道了被 3 整除的數的特徵是甚麼，還知道為甚麼有這樣的

特徵。順着研究的思路也清晰了被 2、5 整除的數的特徵背後的道理。在明確算理的基

礎上實現有意義學習，達成數學學習的知其然知其所以然，讓學生明明白白學數學。

翻閱教材關於“被 2、5 整除的數的特徵”和“被 3整除的數的特徵”的編排，都

沒有對其背後道理進行闡釋的內容安排。只讓學生瞭解特徵，對於學習者來說看似是比

較容易的，而且知道了數學事實就不影響在後續學習中的應用，可以支持學生繼續學習

的腳步。但實際上這是有關“是甚麼”和“為甚麼”的認識和理解問題，是孰重孰輕的

取捨問題。在《朱子語類》中多次出現討論知其然與知其所以然的關係問題。從時至今

日，我們已經把“知其然知其所以然”當成了認識事物的必然之法。知其然知其所以然

的意思是：知道它是這樣的，更知道它為甚麼是這樣的，引申為既知道事物的表面現象，

也知道事物的本質及其產生的原因。如果只是知其然而不知其所以然，學生就成了裝載

數學事實的容器，缺失對事物真實性、精確性的分析與判斷，無法形成獨立思考的思維

品質和理性精神。因此，在特徵的認識中，還是要加上對其背後道理的探究，使學生不

僅知道是甚麼，也知道為甚麼，所以建議教材中可以補充闡釋其背後道理的相關內容。

三、大道至簡，運用遷移
在學習了被 3整除的數的特徵後，自然會產生如下一些新的問題：被 7整除的數有

甚麼特徵？被 9整除的數有甚麼特徵？被 11 整除的數有甚麼特徵？等等，我們有多少

學生產生了問題？有多少學生可以有辦法解決這些問題？如此一些問題，值得我們思考。

當我們解決這些問題時，我們又能夠再一次深深感受到“被 3整除的數的特徵”背

後道理在方法上帶給認識的價值。順着“被 3整除的數的特徵”的思路，理解了“被 2、

5整除的數的特徵”，那麼“被 7整除的數的特徵”有怎樣的特徵呢？

同樣的，我們還是要先確定一些事實。

因為  10÷7=1⋯⋯3;                 

100÷7=14⋯⋯2; 

1000÷7=142⋯⋯6；

10000÷7=1428⋯⋯4；
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100000÷7=14285⋯⋯5；

1000000÷7=142857⋯⋯1；

10000000÷7=1428571⋯⋯3（自此餘數開始重複第一組，出現了迴圈現象）

得到  10=1×7+3;                 

100=14×7+2; 

1000=142×7+6；

10000=1428×7+4；

100000=14285×7+5；

1000000=142857×7+1；

10000000=1428571×7+3（加數 3重複了第一組，後面循環往復）；

於是，我們發現了被 7整除的數的特徵，如果有一個多位數，我們用如下方式表示：

⋯⋯GFEDCBA=⋯⋯G×1000000+F×100000+E×10000+D×1000+C×100+B×

10+A

=⋯⋯[G×(142857×7+1) ]+[ F×(14285×7+5) ]+[ E×(1428×7+4)]+[ D×(142×7

+6)]+[C×(14×7+2)]+[B×(1×7+3)]+A

=⋯⋯[G×142857×7+F×14285×7+E×1428×7+D×142×7+C×14×7

+B×1×7]+ [1×G+5×F+4×E+6×D+2×C+3×B+A]

那麼，要知道一個數是否被 7整除，就看 [⋯⋯G+5F+4E+6D+2C+3B+A] 的和能否

被 7整除即可。也可以表示成如下形式：

如果數位增加，通過前面算式已經得到的迴圈的規律，亦可依照規律得出判斷的

方法。如：

；⋯⋯
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帶着這樣的思路，就可以獲知被 9整除的數的特徵。在杜威的《我們怎樣思維》一

書中談到：真正的推理活動形成的方法，應該運用懷疑的探究、嘗試的聯想和實驗，獲

得經驗之後，回想整個過程中的步驟，看看哪些有用、哪些無用，從而有助於應付未來

類似的問題。這樣，組織思維的方法就建立起來了。在“被3整除的數的特徵”學習中，

學生如果經歷了推理活動的過程，積累了活動的經驗，建立了組織思維，那麼就可以為

新問題的產生和解決做好思維和方法上的準備，從而自己解決被 7、9整除的特徵這樣的

問題。同時，也深化了學生對學習的理解，把學習的目標從一個個具體事實上轉移到一

類事物的認識上，轉移到方法和經驗的積累上，從而在對一個問題的深入探究中形成對

一類問題的認識。所以，被 3整除的數的特徵其背後道理的探究與理解對學生的認知成

長意義重大。

四、適宜變通，形成能力
在清晰了“被 3、7、9 整除的數的特徵”的研究方法之後，“被 11、13 等數整除

的數的特徵”是不是也可以如法炮製獲得了呢？帶着經驗和假設，我們也來先得到一些

事實，這裡需要引入負數的概念。

10÷11=1⋯⋯（-1）;                 

100÷11=9⋯⋯1; 

1000÷11=91⋯⋯（-1）；

10000÷11=909⋯⋯1；

100000÷11=9091⋯⋯（-1）；

1000000÷11=90909⋯⋯1；以次類推

得到  10=1×11-1;                 

100=9×11+1; 

1000=91×11-1；

10000=909×11+1；

100000=9091×11-1；

1000000=90909×11+1；其他類同
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於是，我們得到了單數數位上的餘數都是“1”，而雙數數位上的餘數都是“-1”（從

十位開始），那麼就需要看單數數位上的數字和與雙數數位上數字和的差，如果可被 11

整除，那麼這個數就可被 11 整除。如：一個多位數 9141，它的單數位元上的數的和是

1+1=2；雙數位上數的和是 9+4=13；於是 13-2=11，11 能被 11 整除，所以 9141 可以

被 11 整除。再用計算驗證一下，9141÷11=831。大家感興趣還可以繼續舉例嘗試。

在被 11 整除的數的特徵研究中，學生們依照“被 3整除的數的特徵”獲得的解決

問題的思路和方法，發現新的問題，從而再進行分析與綜合，借助分類找到了“被 11 整

除的數的特徵”。在整個學習過程中，學生經歷了學習環境（條件）的變化，不斷調整

改進形成新的假設、進行新的探究，獲得新的方法和經驗，從而不斷豐富認識促進認知

的成長。學生帶着新的經驗繼續探究，積累學習經驗，在分析與綜合中深化了對於通法

的認識，獲得了簡潔而深刻的認知，體會大道至簡的數學之美。

基於以上種種，“被 3整除的數的特徵”的學習作用巨大，對道理的理解及探究過

程中獲得的方法經驗意義重大。因此，建議教學時可以適時地增補相關內容，引導學生

在一個又一個問題的深入研究中獲得認知的成長，感受數學內在規律之美，形成數學的

思維和素養。
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