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簡介 

瑪麗蓮問題又稱為三門問題，是上世紀 80 年代末流行於美國的一檔綜藝

節目，其介紹如下： 

台上有三扇關閉了的門，其中一個後面有汽車，其餘兩個是山羊，主持人

瑪麗蓮讓挑戰者任意選擇其一，然後她打開其餘兩扇門的其中之一. 但由於她知

道那扇門後有汽車，所以她打開的總是山羊. 這時候她讓挑戰者重選，就是說挑

戰者可以選換另一個剩下的門. 那麼換還是不換？ 

自該問題被發現後，就一直風靡全球數十載，時至今日仍有人糾結於“換

與不換”的漩渦之中，久思不得其解.  

在此背景下，本單元教案通過簡單的實例闡明了概率論兩大核心概念——

條件概率與 n 次獨立事件概率，並大量地聯繫生活實例由淺入深地闡明了條件

概率公式、貝葉斯定理等知識，讓學生從身邊實例開始構建起相關的知識體系

並通過建構起來的知識體系來徹底明晰上述的三門爭論.  

此外，本單元教案運用了數學建模的思想，剖析了當下熱點的新冠病核酸

檢查假陽性的概率問題以及與新冠病毒醫保相關的數學問題等.  

在經歷過本單元學習後，學生普遍都會覺得數學與生活息息相關，生活中

使用了數學工具之後會讓學生發現數學思想無處不在且驚喜不斷.  

最後，在本單元教案的第三次課中設計了一程序以模擬三門爭論的真實情

況. 該程序使用 VBA 編寫並需要結合 Excel 使用. 學生通過使用該程序後便知

道複雜且抽象的數學問題原來也可以形象化，而表面雜亂無章的數字背後蘊藏

哲理.  
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作品名稱 條件概率與瑪麗蓮問題的爭論 

實施年級 高二 總實施節數 4 節 

實施日期 2020 年 6 月 22 日-  

6 月 26 日 

每節課時 45 分鐘 

科目 數學 科目每周節數 5 節 

預計授課日期 

（年-月-日） 

節數 課節 課題名稱 課題內容 課時(分

鐘) 

2020 年 6 月 22 日 2 

第一、

二課節 

條件概率

與事件的

獨立性及

條件概率

的應用舉

例 

條件概率與事件

的獨立性及條件

概率的應用舉例 
45+45 

2020 年 6 月 24 日 1 
第三課

節 

獨立重複

試驗與二

項分佈及

其簡單應

用 

獨立重複試驗與

二項分佈及其簡

單應用 

45 

2020 年 6 月 26 日 1 
第四課

節 

條件概率

與瑪麗蓮

問題的爭

論 

條件概率、獨立

事件概率的綜合

應用 

45 
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已圈選授課日期的校曆表 

2019-2020 上學期 
月

份 
上課日 周次 日 一 二 三 四 五 六 

8   

          1 2 3 

  4 5 6 7 8 9 10 

  11 12 13 14 15 16 17 

  18 19 20 21 22 23 24 

  25 26 27 28 29 30 31 

9 

中:19 1 1 2 3 4 5 6 7 

  2 8 9 10 11 12 13 14 

小:19 3 15 16 17 18 19 20 21 

  4 22 23 24 25 26 27 28 

幼:19 5 29 30           

10 

中:22 5     1 2 3 4 5 

  6 6 7 8 9 10 11 12 

小:22 7 13 14 15 16 17 18 19 

  8 20 21 22 23 24 25 26 

幼:22 9 27 28 29 30 31     

11 

中:23 9           1 2 

  10 3 4 5 6 7 8 9 

小:21 11 10 11 12 13 14 15 16 

  12 17 18 19 20 21 22 23 

幼:22 13 24 25 26 27 28 29 30 

12 

中:14 14 1 2 3 4 5 6 7 

  15 8 9 10 11 12 13 14 

小:14 16 15 16 17 18 19 20 21 

    22 23 24 25 26 27 28 

幼:14   29 30 31         

1 

中:13 16       1 2 3 4 

  17 5 6 7 8 9 10 11 

小:14 18 12 13 14 15 16 17 18 

  19 19 20 21 22 23 24 25 

幼:13   26 27 28 29 30 31   

 

11 表示放假 表示中學考試 10 表示中學活動、比賽
表示小幼考試 10 表示小幼活動、比賽
表示中小幼考試 10 表示中小幼活動、比賽
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2019-2020 下學期 

月份 上課日 周次 日 一 二 三 四 五 六 

4 

中:0 27       1 2 3 4 

  28 5 6 7 8 9 10 11 

小:0 29 12 13 14 15 16 17 18 

  30 19 20 21 22 23 24 25 

幼:0 31 26 27 28 29 30     

5 

中:20 31           1 2 

  32 3 4 5 6 7 8 9 

小:0 33 10 11 12 13 14 15 16 

  34 17 18 19 20 21 22 23 

幼:0 35 24 25 26 27 28 29 30 

  36 31             

6 

中:21 36   1 2 3 4 5 6 

  37 7 8 9 10 11 12 13 

小:0 38 14 15 16 17 18 19 20 

  39 21 22 23 24 25 26 27 

幼:0 40 28 29 30         

7 

中:15 40       1 2 3 4 

  41 5 6 7 8 9 10 11 

小:0 42 12 13 14 15 16 17 18 

  43 19 20 21 22 23 24 25 

幼:0 44 26 27 28 29 30 31   

 

 
 

 

 

 

 

 

 

11 表示放假 表示中學考試 10 表示中學活動、比賽
表示小幼考試 10 表示小幼活動、比賽
表示中小幼考試 10 表示中小幼活動、比賽
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壹、教學計畫內容簡介 

一、教學目標 

本主題對應的教材是《人教版高中數學選修(B 版)2-3》P48~72

的內容，其教學目標如下：  

1. 掌握條件概率、獨立重複試驗概率以及二項分佈的概念以及二項

分佈的數學期望； 

2. 掌握條件概率公式、貝葉斯定理、全概率公式； 

3. 培養學生能使用數學工具解決實際問題的能力，並養成用數學建

模思想思考問題的習慣.  

二、基本學力要求 

C－1－1 瞭解基本事件空間的意義，理解事件加法和乘法的意

義； 

C－1－2 會用已學的排列組合知識計算一些隨機事件所含的基本

事件數； 

C－1－3 通過實例，理解古典概型及其概率計算公式； 

C－1－4 通過實例，瞭解兩個互斥事件的概率加法公式； 

C－1－5 在具體情境中，瞭解條件概率和兩個事件相互獨立的概

念.  

C－2－4 用樣本的數字特徵估計總體的數字特徵； 
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C－3－10 理解二項式的通項公式，並能用通項公式求指定項或者指

定項係數； 

E－1－1 積極參與觀察、操作、歸納、猜想、驗證等數學活動，

能表達、交流自己的思維過程； 

E－1－2 面對實際情境，能發現數學問題，並用數學的方式進行

分析和解決問題； 

E－1－3 能對所學知識進行分類與總結，建立數學知識之間的聯

繫； 

E－1－4 通過建立數學模型解決問題，體會數學在生活中的應

用，提高數學學習的興趣； 

E－1－5 能在探究活動中，傾聽和與人合作，並尊重他人的觀

點； 

E－1－6 能克服數學解決問題中所遇到的困難，增強數學學習的

自信心，養成慎密思考的習慣和實事求是的態度.  

三、主要內容 

本單元教案在學生實際生活的基礎上建構條件概率及其相關的

知識體系. 學生在建構本單元知識體系的過程中，教師不斷透過數學

建模的實例讓學生體會學以致用的道理. 如：核酸檢測假陽性問題、

與新冠病毒醫療保險相關的數學問題等.  
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在本單元教案的最後，還設計了用所學知識解決三門問題爭

論，讓學生明白數學源之生活，用於生活的道理.  

四、設計創意和特色 

（1）讓學生學會用數學工具解決實際問題，在解決問題中深刻

體會數學建模的奧秘，讓學生養成數學建模的思維習慣. 例如：用條

件概率解答骰子點數問題、新冠病毒檢測假陽性概率問題、三門爭

論問題；用二項分佈解決新冠病毒醫保問題、高爾頓釘板問題等.  

（2）用 VBA 編程結合 Excel 進行數學實驗. 在講解三門爭論

時，本單元教案使用了 VBA 模擬了 40 萬次挑戰者參與挑戰的情

況，通過統計這些數據，得出“換門”與“不換門”的獲獎比例，

在不列式求解的情況下，讓學生直觀感受數學實驗的樂趣.   

五、教學重點 

條件概率、獨立重複事件的概念；條件概率公式、全概率公

式、貝葉斯定理、二項分佈.  

六、教學難點 

運用本單元教案的知識體系解決實際生活中的數學問題 

七、教學課時 

4 課時 
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貳、教案 

一、條件概率與事件的獨立性 

教學目標： 

1、掌握條件概率的概念及條件概率公式； 

2、掌握貝葉斯定以及全概率公式； 

3、能用上述兩項解決實際的問題.  

重難點： 

運用全概率公式解決骰子問題； 

運用條件概率解決新冠病毒檢查假陽性的問題.  

基力要求： 

C－1－1 瞭解基本事件空間的意義，理解事件加法和乘法的意

義； 

C－1－2 會用已學的排列組合知識計算一些隨機事件所含的基本

事件數； 

C－1－3 通過實例，理解古典概型及其概率計算公式； 

C－1－4 通過實例，瞭解兩個互斥事件的概率加法公式； 

C－1－5 在具體情境中，瞭解條件概率和兩個事件相互獨立的概

念.  
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E－1－1 積極參與觀察、操作、歸納、猜想、驗證等數學活動，

能表達、交流自己的思維過程； 

E－1－2 面對實際情境，能發現數學問題，並用數學的方式進行

分析和解決問題； 

E－1－3 能對所學知識進行分類與總結，建立數學知識之間的聯

繫； 

E－1－4 通過建立數學模型解決問題，體會數學在生活中的應

用，提高數學學習的興趣； 

E－1－5 能在探究活動中，傾聽和與人合作，並尊重他人的觀

點； 

E－1－6 能克服數學解決問題中所遇到的困難，增強數學學習的

自信心，養成慎密思考的習慣和實事求是的態度.  
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教學過程：    

1. 條件概率（時間：5 分鐘） 

1. 1 問題導入 

你背對一個人，讓你猜這個人是女孩的概率是多少？如果直接猜測，那麼

這概率必然是 50%. 但如果告訴你，背對的這個人留有長頭髮，那麼這個人是

女孩的概率就馬上增加了. 也就是說，當給定的條件發生改變時，事件發生的概

率可能會隨之而改變，這就是條件概率的基本意義，接下來我們用一個例子說

明什麼是條件概率.  

現假設高二某文科班的 30 位同學中，有一半的同學擅長中文，有
1

3
的同學

擅長歷史，如果隨機挑選一位同學，這位同學既擅長歷史，又擅長中文的概率

是多少？ 

雖說“文史不分家”但有時候“文史也可以分家”，擅長歷史的同學不一定不擅

長中文，因此光憑上述數據仍不足夠求出答案，於是語文科代表連同歷史科代

表對此進行了一項問卷調查，其結果如下表所示： 

表 1 高二某班擅長中文、歷史的人數調查表 

 

班上 30 位同學，同時擅長文史的學生共 7 人，所以隨機挑選一位，該事

件發生的概率為
7

30
≈23.3%.  

1. 2 條件概率 

除此，還能從表中得到，在擅長歷史的 10 位同學中，有 7 位也擅長中

文，那麼從擅長歷史的 10 同學中，隨機挑選一位，事件“擅長中文”發生的

概率為
7

10
=70%.  
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雖然上述問題都包含了“擅長中文”這一事件發生的概率，但“擅長中文”在

“擅長歷史”這個附加條件下發生的概率與沒有這個附加條件下發生的概率是不

同的. 從計算結果來看，是否擅長歷史最終會影響擅長中文的概率.  

定義：在已知事件 A 發生的條件下，事件 B 發生的概率稱為條件概率，記

“P(B|A)” 

令事件 A=“擅長中文”，B=“擅長歷史”，則 P(A|B)= 
7

10
=70% 

同理，P(B|A)意味著： 在擅長中文同學中，隨機挑選一位，其擅長歷史的

概率. 易得 P(B|A)= 
7

15
≈46.7%.  

2.  條件概率與貝葉斯定理（時間：10 至 15 分鐘） 

2. 1 條件概率公式 

定義：事件 A 和事件 B 同時發生記為 A∩B.  

在表 1 數據中 P(A∩B)= 
7

30
，P(A)= 

1

2
，而 

P(B|A)=
既擅長中文又擅長歷史的人數（7 人）

擅長中文的人數（15 人）
=

既擅長中文又擅長歷史的人數（7 人）

班上所有學生人數（30 人）

擅長中文的人數（15 人）

班上所有學生人數（30 人）

=
P(A∩B)

P(A)
 

由此得條件概率公式： 

P(B|A)=
P(A∩B)

P(A)
 

2. 2 貝葉斯定理 

條件概率 P(B|A)與 P(A|B)看起來十分相似，但含義完全不同：前者代表在

事件 A 發生的條件下，事件 B 發生的概率；後者反之. 那麼這兩者有沒有內在

的聯繫？結合表 1 數據繼續考察 

P(A)P(B|A)=
15

30
×

7

15
=

7

30
=P(A∩B) 

P(B)P(A|B)=
10

30
×

7

10
=

7

30
=P(A∩B) 

那麼 P(A)P(B|A)= P(B)P(A|B)是否偶然的巧合？ 

P(A)P(B|A)=
擅長中文的人數(15 人)

班上所有學生人數(30 人)
× 

既擅長中文又擅長歷史的人數(7 人)

擅長中文的人數(15 人)
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=
既擅長中文又擅長歷史的人數(7 人)

班上所有學生人數(30 人)
=P(A∩B) 

=
擅長歷史的人數（10 人）

班上所有學生人數（30 人）
× 

既擅長中文又擅長歷史的人數（7 人）

擅長歷史的人數（10 人）
= P(B)P(A|B) 

上述結論稱為貝葉斯定理，即： 

P(A)P(B|A)= P(B)P(A|B) 

3. 條件概率的應用舉例（時間：60 至 65 分鐘） 

3. 1 家有女孩問題 

例（1）已知某夫妻有兩個孩子，打電話到他家，接電話的是他家的女孩，

問沒接電話的另一個小孩是男孩的概率是多少？ 

分析：在一個有兩小孩的家庭中，有四種情況，分別是：（男，男），

（男，女），（女，男），（女，女）. 由於生男生女的概率都是 50%，於是

這四種情況出現的可能性均相等，各為 25%. 已知接電話的是女孩，則（男，

男）的情況不成立，因此在餘下的 3 種情況中，沒接電話的那個孩子有兩種情

況都是男孩. 由此可知，其概率為
2

3
.  

其實也可用條件概率的方法進行分析：令“二孩家庭中，有一個是女孩”為

事件 A；“二孩家庭中，一孩性別未知，而另一孩是男孩”為事件 B；“二孩家庭

中，有一男孩一女孩”為事件 A∩B，由條件概率公式得： 

P(B|A) =
P(A∩B)

P(A)
=

2

4
3

4

=
2

3
 

 

例（2）某夫妻已有一個孩子，打電話到他家，接電話的是他家的女孩，從

電話裡得知，其母親現正懷孕，請思考：懷的是男孩（不考慮生雙胞胎或以上

的情況）的概率是多少？是
2

3
還是

1

2
？  

請先思考以下的變式問題：已知某夫妻有兩個孩子，打電話到他家，接電

話的一個女孩，從電話裡知道，她是兩小孩中的老大，問沒接電話的另一個小

孩是男孩的概率是多少？ 

分析：在一個有兩小孩的家庭中，有四種情況，分別是：A（老大：男，老

二：男），B（老大：男，老二：女），C（老大：女，老二：男），D（老

大：女，老二：女）. 由於生男生女的概率都是 50%，於是這四種情況出現的

可能性均相等，各為 25%. 已知接電話的是老大，是個女孩，則情況 A，B 不成
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立，所以在餘下的 2 種情況中，沒接電話的那個孩子有 1 種情況是男孩. 顯然

其概率為
1

2
.  

若用條件概率的方法進行分析：令“老大是女孩”的事件記為 A,“老二是男孩”

的事件記為 B，“老大是女孩，老二是男孩”的事件記為 A∩B. 在事件 A 發生的情

況下，事件 B 也發生的概率記為 P(B|A)，由條件概率公式得： 

P(B|A) =
P(A∩B)

P(A)
=

1

4
2

4

=
1

2
 

現回答預設的問題——懷男孩的概率是多少的問題：  

分析：有四種情況，分別是：A（第一胎：男，第二胎：男），B（第一

胎：男，第二胎：女），C（第一胎：女，第二胎：男），D（第一胎：女，第

二胎：女）. 其情況與上題論述的情況一致. 因此第二胎生男的概率為
1

2
.  

若用條件概率的方法進行分析：令“第一胎生的是女孩”記為事件 A，“第二

胎生的是男孩”記為 B 事件,“第一胎是女孩，第二胎是男孩” 的事件記為 A∩B. 

則： 

P(B|A) =
P(A∩B)

P(A)
=

1

4
1

2

=
1

2
 

在（1）、（2）兩個例子中，我們知道，有時候事件 A 是否發生，有時會

對事件 B 發生的概率產生影響，但有時候又沒有.  

定義：若事件 A，B 滿足： 

P(B|A) = P(B) 

則稱兩個事件 A，B 相互獨立，並把這兩個事件叫做相互獨立事件. 如例

（2）：事件 A 的發生對事件 B 的發生沒有產生影響，P(B|A)=P(B)，事件 A、

B 相互獨立.  

在實際問題中，常常通過對事件本質進行分析就可知道它們是否相互獨

立，而不需要進行類似上面的計算去驗證. 比如：我們知道在排除其他主觀因素

干擾的情況下，生男生女只與父母雙方的染色體有關，概率各為 50%. 因此第

一胎、第二胎生男生女是相互獨立的兩件事件，其中任一個事件的發生不受其

他事件是否發生的影響.  

在華人社會中，往往在“添丁發財、傳宗接代”的思想影響下有“喜歡生男孩”

（俗稱“生仔”）的習慣. 回顧例（1），由於在二孩家庭中，已知其中一個是女

孩，則另一個是男孩的概率為
2

3
>

1

2
，因此有可能帶來“錯覺”，誤認為第一胎“生

女”繼續“博仔”的概率會超過 50%，但由上述例（2）可知，其想法實不可取，

“第一、二胎”的本質為獨立事件，相互不受影響.  
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此外，由條件概率公式 P(B|A)=
P(A∩B)

P(A)
可知，當事件 A，B 相互獨立時有

P(B|A)=
P(A∩B)

P(A)
= P(B)，因此 

P(A ∩ B) = P(A) P(B) 

也就是說，兩個獨立事件都發生的概率等於每個事件發生的概率.  

在上例中，事件 “第一胎是女孩，第二胎是男孩” 的概率 

P(A∩B)=P(A)× P(B) =
1

2
×

1

2
=

1

4
 

課堂練習： 

練習（1），某人先後 擲兩枚硬幣，求已知其中一枚硬幣是正面時另一枚硬

幣是反面的概率是多少？ 

解：令“擲兩枚硬幣，其中有一枚是正面”的事件記為 A，“擲兩枚硬幣，其

中有一枚是反面”的事件記為 B，“擲兩枚硬幣，一正一反”的事件記為 A∩B，則

在事件 A 發生的情況下，事件 B 也發生的概率 P(B|A)為： 

P(B|A) =
P(A∩B)

P(A)
=

2

4
3

4

=
2

3
 

練習（2），某人先後擲兩枚硬幣，求已知第一次擲得正面時第二次擲得反

面的概率是多少？ 

解：令“第一次擲得正面”的事件記為 A，“第二次擲得反面”的事件記為 B，

A、B 互為獨立事件，則已知第一次擲得正面時，第二次擲得反面的概率為： 

P(B|A) =
P(A∩B)

P(A)
=

P(A)P(B)

P(A)
=

1

2
 

3. 2 骰子問題 

我們知道擲骰子時，雖然前一次的擲出了六，但不影響下一次擲出的點數. 

它們之間是相互獨立的事件，每一次擲出某點數的概率均為
1

6
.  

不過，如果在正常骰子裡混雜了特殊骰子，在分不清哪個是哪個的時候，

前一次擲的點數會不會影響下一次的點數呢？ 

例（1），設正常的骰子與特殊骰子以 1：1 的比例混雜在一起，正常的骰

子擲出六的概率為
1

6
，特殊骰子擲出六的概率為

1

3
.  

令事件“取到正常骰子”記為 N，事件“取到特殊骰子”記為 S，事件“擲出點數

為六”記為[6]，則： 

P(N)= 
1

2
，P(S)= 

1

2
， 
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P([6]|N)= 
1

6
，P([6]|S)= 

1

3
， 

求擲一粒骰子點數為六的概率.  

分析：擲出點數為六分兩種情況分別為：取到正常的骰子或特殊的骰子.  

解：令事件“取到正常骰子且擲得點數為六”記為 N∩[6], 

事件“取到特殊骰子且擲得點數為六”記為 S∩[6]，得 

P([6]) =  P(N ∩ [6]) +  P(S ∩ [6]) 

 由條件概率公式得： 

P(N∩[6])= P(N)·P([6]|N); P(S∩[6])= P(S)·P([6]|S); 

 因此 

P([6])     = P(N ∩ [6]) +  P(S ∩ [6])  

=P(N)·P([6]|N)+P(S)·P([6]|S) 

=
1

2
×

1

6
+

1

2
×

1

3
=

1

4
 =25% 

小結： 

事件 B 的概率不易直接求得時，可用以下全概率公式進行求解： 

P(B)=P(B∩A1)+ P(B∩A2)+…+ P(B∩An) 

 =P(B|A1)+ P(B|A2)+…+ P(B|An) 

其中 B 為樣本空間 Ω 中的任一事件，A1∪A2∪…∪An=Ω 且 Ai∩Aj=∅，i≠j，

i,j=1,2,…,n（即 Ai，Aj 互斥）.    

     

例（2），假如擲同一粒上述情況的骰子兩次，其點數均為六，試求這件事

件發生的概率.  

由於正常與特殊的骰子最初是 1：1 混合在一起即 P(N)= 
1

2
，P(S)= 

1

2
，但由

於第一次擲得點數為六，因此所選中的這粒骰子的 P(N)，P(S)的概率會隨之發

生改變.  

由貝葉斯定理得： 

由 P([6])P(N|[6])=P(N)P([6]|N) 

解得：P(N|[6]) = 
P(N)P([6]|N)

P([6])
=

1

2
×

1

6
1

4

=
1

3
 

由 P([6])P(S|[6])=P(S)P([6]|S) 

解得：P(S|[6]) = 
P(S)P([6]|S)

P([6])
=

1

2
×

1

3
1

4

=
2

3
 

所以，第二次擲的時候，其 

        P(N) =P(N|[6])= 
1

3
，P(S)= P(S|[6]) = 

2

3
 

再次運用全概率公式可得： 
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P([6]) = P(N)·P([6]|N)+P(S)·P([6]|S)   

                        = 
1

3
×

1

6
+

2

3
×

1

3
=

5

18
≈ 27. 78% 

小結：比較例（1）、（2）可知，兩次 P([6])均不相同，在第一次擲得六

的情況下，第二次繼續擲得六的概率稍有提升，說明貝葉斯定理和全概率公式

有“學習經驗”的能力.  

3. 3 新冠病毒核酸檢測問題 

新冠病毒施虐全球至今仍未有退卻的跡象，而核酸檢測便成了日常的項目. 

但常有新聞報道指出，核酸檢測偶有“假陽性”情況出現，即核酸檢測呈陽性，

但實際並沒有感染新冠病毒. 下探討核酸檢測呈陽性後，感染上新冠病毒的概率.  

 

圖 1 假陽性 

 

例（1），假如新冠病毒在普通人群中感染的概率為 0. 1%，如果不幸感染

上新冠病毒，設其核酸檢測結果為陽性的概率高達 99%. 令事件“感染新冠病毒”

記為 C，令事件“沒有感染新冠病毒”記為C̅，事件“核酸檢測陽性”記為 T，則

有： 

P(C) =0. 1% 

P(T|C)=99% 

而由於目前的技術所限，並不存在完美的核酸檢測方法，因此偶爾會出現

沒有感染新冠病毒但核酸檢測呈陽性的情況（即假陽性），設新冠病毒核酸檢

測假陽性的概率為： 

P(T|C̅) =0. 5% 
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而我們最想知道的是，若核酸檢測為陽性時，感染新冠病毒的概率是多

少，即： 

P(C|T)=？ 

由貝葉斯定理得： 

P(T)P(C|T)= P(C)P(T|C) 

則： 

P(C|T) =
P(C)P(T|C)

P(T)
     ……① 

  

而核酸檢測陽性則分為真陽性（感染新冠病毒且核酸檢測陽性）以及假陽

性（沒有感染新冠病毒但核酸檢測陽性）兩種，因此由全概率公式可得核酸檢

測陽性的概率 

P(T)= P(C) P(T|C)+ P(C̅) P(T|C̅)   ……② 

因此， 

P(T) = P(C) P(T|C)+ P(C̅) P(T|C̅) 

=0. 1%×99%+99. 9%×0. 5%=0. 5985% 

所以 

P(C|T) =
P(C)P(T|C)

P(T)
=

0. 1% × 99%

0. 5985%
≈ 16. 54% 

由此可知，某人初次進行核酸檢測為陽性的概率有 16. 54%，雖說仍有很大

概率沒有感人病毒，但該情況已不能忽略——因為在普通人群中，隨機抽一

人，其感染新冠病毒的概率 P(C)=0. 1%. 所以某人初次進行檢測為陽性的情況

下感染上病毒的概率已提升到 16. 54%÷0. 1%≈165 倍. 通常，我們會把這類人

士稱為疑似感染者.  

 

例（2），對於上述的疑似感染者，我們會對其作進一步的醫護處理，如適

時進行第二次核酸檢測. 現設複檢和初檢的兩次檢測的準確率相同（即

P(T|C)=99%，P(T|C̅) =0. 5%），如果複檢時核酸仍為陽性，那麼疑似感染者

確診感染新冠病毒的概率會是多少？ 

這時候，我們仍可繼續使用①式及②式的方法進行求解.  

由於某人初次核酸檢測為陽性，已被列入疑似感染者，令疑似感染者感染

新冠病毒的概率為 

P(C) = 16. 54% 

對於疑似感染者，核酸檢測陽性同樣可分為則分為真陽性及假陽性兩種，

由全概率公式可得 

P(T)  = P(C) P(T|C)+ P(C̅) P(T|C̅) 

=16. 54%×99%+83. 46%×0. 5%=16. 7919% 

則第二次核酸檢測陽性時感染上新冠病毒的概率為 
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P(C|T) =
P(C)P(T|C)

P(T)
=

16. 54% × 99%

16. 7919%
≈ 97. 51% 

小結：比較例（1）、（2）可知，兩次計算P(C|T)均不相同說明運用貝葉

斯定理和全概率公式有類似於人類思維中的“自身積累經驗”的能力，其實這正

是如今機械思考的核心算法所在.  

4. 小結與功課（時間：5 分鐘） 

4. 1 小結 

4. 1. 1 相關的概念及公式 

1) 條件概率產生的背景 

2) 條件概率的符號及公式 

3) 貝葉斯定理 

4) 獨立事件的定義 

5) 全概率公式 

4. 1. 2 關於本課節中三個實例的思考 

當生活中遇到的問題與自己所積累的經驗相衝突時，結合數學方法才能剖

析問題的本質所在.  

4. 2 功課 

P50 練習 A 及練習 B 全部 
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二、獨立重複試驗與二項分佈 

教學目標： 

1、掌握 n 次獨立重複實驗的概念； 

2、掌握二項分佈的概念及計算公式以及二項分佈的數學期望； 

3、運用二項分佈解決實際問題.  

重難點： 

運用二項分佈解決高爾頓釘板問題.  

基力要求： 

C－1－1 瞭解基本事件空間的意義，理解事件加法和乘法的意

義； 

C－1－2 會用已學的排列組合知識計算一些隨機事件所含的基本

事件數； 

C－1－3 通過實例，理解古典概型及其概率計算公式； 

C－1－4 通過實例，瞭解兩個互斥事件的概率加法公式； 

C－1－5 在具體情境中，瞭解條件概率和兩個事件相互獨立的概

念.  

C－2－4 用樣本的數字特徵估計總體的數字特徵； 

C－3－10 理解二項式的通項公式，並能用通項公式求指定項或者指

定項係數； 
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E－1－1 積極參與觀察、操作、歸納、猜想、驗證等數學活動，

能表達、交流自己的思維過程； 

E－1－2 面對實際情境，能發現數學問題，並用數學的方式進行

分析和解決問題； 

E－1－3 能對所學知識進行分類與總結，建立數學知識之間的聯

繫； 

E－1－4 通過建立數學模型解決問題，體會數學在生活中的應

用，提高數學學習的興趣； 

E－1－5 能在探究活動中，傾聽和與人合作，並尊重他人的觀

點； 

E－1－6 能克服數學解決問題中所遇到的困難，增強數學學習的

自信心，養成慎密思考的習慣和實事求是的態度.  
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教學過程：    

1. 獨立重複試驗（時間： 10 分鐘） 

1. 1 問題導入 

上一課節，我們在學習條件概率時，知道了獨立事件的定義： 

若事件 A，B 滿足 

P(B|A) = P(B) 

則稱兩個事件 A，B 相互獨立.  

也知道獨立事件的概率計算公式： 

P(A ∩ B) = P(A) P(B) 

請用獨立事件的概率公式思考以下引例： 

（1）假設擲一枚均勻硬幣得正反面的概率各為 50%，設擲得正面時甲獲

勝. 求擲 4 次甲獲勝 k 次的分佈列.  

（2）如果這是一枚特殊的硬幣，擲得正反面的概率分別為 48%和 52%，

設擲得正面時甲獲勝，求擲 n 次甲獲勝 k 次的分佈列.  

1. 2  n 次獨立重複試驗 

定義：若每次試驗只有兩個可能的結果A及A̅，且每次事件A發生的概率相

同. 在相同的條件下，重複地做n次這樣的試驗，各次試驗的結果相互獨立，則

稱它們為n次獨立重複試驗.  

顯然，引例（1）擲 n 次均勻硬幣為 n 次獨立重複試驗. 令事件“擲得正面”

記為 A，事件“擲得反面”記為A̅，則 

擲 4 次恰有 0 次正面的樣本空間Ω0={A̅A̅A̅A̅}  

擲 4 次恰有 1 次正面的樣本空間Ω1={AA̅A̅A̅, A̅AA̅A̅, A̅A̅AA̅, A̅A̅A̅A}  

擲 4 次恰有 2 次正面的樣本空間Ω2={A̅A̅AA,A̅AA̅A,A̅AAA̅,AA̅A̅A,AA̅AA̅,AAA̅A̅ }  

擲 4 次恰有 3 次正面的樣本空間Ω3={AAAA̅, AAA̅A, AA̅AA, A̅AAA}  

擲 4 次恰有 4 次正面的樣本空間Ω4={AAAA}  

對應的概率為： 

P(Ω0)=P(A̅A̅A̅A̅)=𝐶4
0P0(A) × P4(A̅)=6. 25 % 

P(Ω1)=P(AA̅A̅A̅) +P(A̅AA̅A̅) +P(A̅A̅AA̅) +P(A̅A̅A̅A) 

=𝐶4
1P1(A) × P3(A̅)=25% 

P(Ω2)=P(A̅A̅AA)+P(A̅AA̅A)+P(A̅AAA̅)+P(AA̅A̅A)+P(AA̅AA̅)+P(AAA̅A̅ ) 



2019/2020 

參選編號:C017 

 24 

=𝐶4
2P(A) × P(A) × P(A̅) × P(A̅) 

=𝐶4
2P2(A) × P2(A̅) 

=6×0. 25× 0. 25 

=37. 5% 

P(Ω3)=P(A̅AAA)+ P(AA̅AA)+ P(AAA̅A)+ P(AAAA̅) 

        =𝐶4
3P3(A) × P1(A̅)=25% 

P(Ω4)=P(AAAA)=𝐶4
4P4(A) × P0(A̅)=6. 25 % 

因此擲 4 次得 k 次正面的分佈列為: 

表 1 擲 4 次得 k 次正面的分佈列 

正面次數  X  0 次 1 次 2 次 3 次 4 次 

對應概率 P(X) 6. 25 % 25% 37. 5% 25% 6. 25 % 

由於規定了擲得正面時甲獲勝，因此分佈列中第一行可看成甲獲勝次數，

第二行對應的概率，把它們相乘後求和得到擲 4 次甲獲勝的平均次數為： 

∑ X𝑖P(X𝑖)

4

𝑖=1

= 0 × 6. 25% + 1 × 25% + 2 × 37. 5% + 3 × 25% + 4 × 6. 25% = 2 

這個平均獲勝次數又統稱為擲 4 次（試驗 4 次）時甲獲勝的數學期望，記

為 E(x).  

顯然，上述甲的數學期望等於試驗的次數乘以每次試驗時甲獲勝的概率 

E(x)=4×50%=2.  

2. 二項分佈（時間： 25 至 30 分鐘） 

2. 1 二項展開式與二項分佈 

現對引例（2）進行分析：如果一枚特殊硬幣每次擲得正面的概率為 p，擲

得反面的概率為 q，q=1-p，令事件“擲得正面”發生的次數記為 X，由概率加法

公式可得擲 n 次得 k 次正面的概率為 

P(X=k)=Cn
kpkqn−k      ……① 

其中 k≤n, k∈N，於是得到 X 的分佈列 

X  X=0 X=1 X=2 …… X=k …… X=n 
P(X) Cn

0p0qn Cn
1p1qn−1 Cn

2p2qn−2 …… Cn
kpkqn−k …… Cn

npnq0 

由於①式的等於號右邊與二項式(q+p)n 的展開式中的通項公式 

Tk+1 = Cn
kpkqn−k 

一致，因此稱這樣的離散型隨機變量 X 服從參數為 n，p 的二項分佈，記作 

X~B(n,p).  

若 n=4，p=48%，則對應的分佈列為： 
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表 2 X~B(4, 48%)的分佈列 

X  0 1 2 3 4 
P(X) 7. 311616% 26. 996736% 37. 380096% 23. 003136% 5. 308416% 

與表 1 對比後發現，當 p 從 50%稍微下降至 48%時，X=0,1 時所對應的

概率增加了，X=2,3,4 時所對應的概率減少了，說明甲獲勝的難度增加了.  

此外，數學期望 E(x)=4×0. 48=1. 92<2 也從另一方面說明甲只能平均獲

勝 1. 92 次，即甲獲勝的難度增加了.  

2. 2 二項分佈的應用舉例 

2. 2. 1 醫保問題 

在對抗新冠病毒的大環境下，各種醫療保險越來越受大眾關注. 而保險公司

很重視投保人患某種疾病的概率. 假設有 3 個新冠病毒高危人士打算投保某保險

公司的新冠病毒治療保險，而每個參保人感染病毒的概率為 0. 4，設他們感染

病毒均為獨立事件，求這 3 個投保人感染病毒的概率分佈列及數學期望.  

分析：由於每位投保人感染病毒均為獨立事件，則滿足二項分佈，因此可

用上述結論進行求解.  

解：設事件 A=“某投保人感染病毒”，則A̅=“某投保人沒有感染病毒” 

P(A)=0. 4，P(A̅)= 1－0. 4=0. 6， 

令事件“某一位投保人感染病毒”發生的次數記為 X，由①得： 

P(X=0)=C3
0P0(A) · P3−0(A̅)=21. 6% 

P(X=1)=C3
1P1(A) · P3−1(A̅)=43. 2% 

P(X=2)=C3
2P2(A) · P3−2(A̅)=28. 8% 

P(X=3)=C3
3P3(A) · P3−3(A̅)=6. 4% 

則對應的分佈列為： 

X~B(3, 0. 4)的分佈列 

X  0 1 2 3 
P(X) 21. 6% 43. 2% 28. 8% 6. 4% 

 

數學期望 E(x)=3×0. 4=1. 2，即在每 3 位這樣的高危人群中，平均有 1. 2

人感染病毒.  

2. 2. 2 高爾頓釘板問題 

英國生物統計學家高爾頓曾設計如圖 1 所示的釘板，以研究隨機現象. 該釘

板中，每一排釘子數目都比上一排的多一個，一排中各釘子恰好對準上一排兩
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釘子的中央. 從入口處放進一個直徑略小於兩顆釘子之間的距離的小圓玻璃球，

當小圓球向下降落過程中，碰到釘子後皆以 1/2 的概率向左或向右滾下，於是

又碰到下一層釘子. 如此繼續下去，直到滾到底板的一個格子內為止. 把許許多

多同樣大小的小球不斷從入口處放下（見本單元教案設計中的視頻附件），多

次統計小球最後落入下方條格的個數發現，其滿足某種離散型隨機變量的概率

分佈.  

假設某四層高爾頓釘板如圖 2 所示，上方入口處有小球放下，計算小球落

入各個格的概率的分佈列，若有 1000 個小球從上方入口處放下，求每個格的

小球數目的數學期望值.  

 

                                           
圖 1 高爾頓釘板及其示意圖                                 圖 2 四層高爾頓釘板 

解：四層高爾頓釘板共 10 個釘子，令點 A、B、…、J 分別代表每個釘

子，0、1、…、4 分別代表下方每一個條格如圖 3.  設事件“小球垂直下落碰觸

釘子時，向左下落”為[X]，事件“小球垂直下落碰觸釘子時，向右下落”為

[X̅]，如：事件“小球在觸碰點 A 處向左下落”記為 [A]，事件“小球在觸碰點

A 處向左下落”記為 [A̅].  則 

P([A])=P([A̅])= P([B])=P([B̅])=…=50% 

 

圖 3 

令事件“小球最終落入第 0 號條格”發生的事件記為 X=0，則事件 

“X=0”=“[A]∩[B] ∩[D] ∩[G]” 

即小球必須經過 A 的左邊、B 的左邊、D 的左邊、G 的左邊才能落入 0 號

條格. 由於事件[A]、[B] 、[D] 、[G]相互獨立，則其對應的概率為 

P(X=0)=P([A]∩[B] ∩[D] ∩[G]) 

= P([A]) P([B]) P([D]) P([G])=0. 54=6. 25% 

同理 
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P(X=1)=P([A]∩[B̅] ∩[E] ∩[H])+ P([A]∩[B] ∩[D̅] ∩[H]) + P([A]∩[B] ∩

[D] ∩[G̅])+P([A̅]∩[C] ∩[E] ∩[H]) 

               =4×0. 54=25% 

P(X=2)=P([A]∩[B] ∩[D̅]∩[H̅])+ P([A]∩[B̅] ∩[E]∩[H̅])+  

P([A̅]∩[C]∩[E] ∩[H̅])+P([A̅]∩[C] ∩[E̅]∩[I])+  

P([A]∩[B̅] ∩[E̅]∩[I]) + P([A̅]∩[C̅] ∩[F]∩[I]) 

               =6×0. 54=37. 5% 

P(X=3) =…=4×0. 54=25% 

P(X=4) =…=0. 54=6. 25% 

因此分佈列為： 

X  0 1 2 3 4 
P(X) 6. 25% 25% 37. 5% 25% 6. 25% 

其分佈列與二項分佈 X~B(4,0. 5)一致，因此可以猜想 n 層高爾頓釘板的分

佈列恰為二項分佈 X~B(n,0. 5).  

若 1000 個小球從入口處放下，則每個格對應的小球數目的數學期望值如

下表所示： 

條格編號 0 1 2 3 4 

對應的期望值 62. 5 250 375 250 62. 5 

3. 小結與功課（時間：5 分鐘） 

3. 1 小結 

3. 1. 1 相關的概念及公式 

1) n 次獨立重複試驗 

2) 二項分佈及二項分佈的數學期望 

3. 2 功課 

P56 練習 A 全部， 

求證：n 層高爾頓釘板的分佈列恰為二項分佈 X~B(n,0. 5) 
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三、條件概率的應用舉例——瑪麗蓮問題的爭論 

教學目標： 

1、了解瑪麗蓮問題的核心矛盾； 

2、運用古典概型、條件概率解決瑪麗蓮問題的爭論.  

重難點： 

運用古典概型、條件概率解決瑪麗蓮問題的爭論.  

基力要求： 

C－1－1 瞭解基本事件空間的意義，理解事件加法和乘法的意

義； 

C－1－2 會用已學的排列組合知識計算一些隨機事件所含的基本

事件數； 

C－1－3 通過實例，理解古典概型及其概率計算公式； 

C－1－4 通過實例，瞭解兩個互斥事件的概率加法公式； 

C－1－5 在具體情境中，瞭解條件概率和兩個事件相互獨立的概

念.  

E－1－1 積極參與觀察、操作、歸納、猜想、驗證等數學活動，

能表達、交流自己的思維過程； 

E－1－2 面對實際情境，能發現數學問題，並用數學的方式進行

分析和解決問題； 
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E－1－3 能對所學知識進行分類與總結，建立數學知識之間的聯

繫； 

E－1－4 通過建立數學模型解決問題，體會數學在生活中的應

用，提高數學學習的興趣； 

E－1－5 能在探究活動中，傾聽和與人合作，並尊重他人的觀

點； 

E－1－6 能克服數學解決問題中所遇到的困難，增強數學學習的

自信心，養成慎密思考的習慣和實事求是的態度.  
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教學過程：    

1.  課前自學（課前自學時間： 20 分鐘） 

1. 1 自行閱讀瑪麗蓮問題的爭論閱讀材料 

瑪麗蓮問題的爭論 

20 世紀 80 年代，某電視臺設計了某綜藝節目風靡一時：挑戰者為贏得終極

大獎名貴私家車而不斷歷奇闖關.  

而挑戰者最後一關的挑戰是：有 3 個門，其中 2 個門後是山羊，一個門後

是汽車. 作為挑戰者的你先挑選一扇門，接下來主持人瑪麗蓮會從剩下的兩個門

中推開一扇藏有山羊的門. 然後問你，是否改變主意——重新選擇另一扇門.  

上述就是著名的瑪麗蓮問題. 某校專門為此舉辦了一次辯論會1，下為該辯論

會的節選： 

大家都知道，對於瑪麗蓮問題，同學們出現了一些分歧，一些同學認為換，一些

同學認為不換，那麼今天雙方就會針對這一爭論作一番辯解，正方的立場是應該

“換”，反方的立場是“不換”.  

主持人:下面正式開始比賽! 首先，第一環節自由辯論，限時 3分鐘，有請反方先

開始你的辯論.  

反方辯手:首先我方認為換與不換無所謂，主持人幫助參與者去掉一個帶有羊的

門，那麼剩下的就是一個有羊的門，一個有汽車的門，所以換與不換猜中的概率各為

1/2，那麼還不如相信自己的第一感覺，不換.  

正方辯手:我方認為瑪麗蓮小姐給出的答案才是正確的，因為換一扇門，就相當於

選擇了二次機會，如:羊 1-汽車，羊 2---汽車，猜中的概率自然為 2/3，不換則為

1/3，應該堅持換.  

反方辯手:請正方同學注意了，參與者是在主持人打開其中一扇有羊門的前提下進

行是否換選另一扇門的活動的，這時候剩下的就是一個有羊的門，一個有汽車的門，

所以無論參與者第一次選中的是哪個，對現在的結果都不會影響，自然等可能.  

正方辯手:別忘了，第一次參與者選到車的概率為 1/3，而後主持人每次打開有羊

的門，那麼說明主持人就永遠選不到車，自然中車的概率就相當於 0，另一扇門後有車

的概率就是 2/3，應該換.  

…… 

主持人:時間到，雙方停止辯論. 接下來，進入第二環節:總結陳述環節，有請正

方 4 辯.   

                                                 
1 相關資料來自百度文庫：https://wenku. baidu. 

com/view/96a45d4f294ac850ad02de80d4d8d15abf230000. html 
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正方 4辯總結環節: 我方認為應該換. 首先，在節目錄製之前，主持人隨機的將

轎車放在三扇門中的任一扇門後，其餘的兩扇門留給山羊，情況總共有三種: 第一種: 

1（轎車） 2 （羊） 3（羊） 第二種: 1（羊） 2（轎車） 3（羊） 第三種: 1

（羊） 2（羊） 3（轎車） 現在考慮你的第二次選擇: 假設你選擇的是 1號門，那麼

你中車的可能情形只有第一種情況發生，主持人給你打開一扇門，此時他可能隨便開

第 2 或 3號門，當第二種情形時，他只能開第 3扇門，當第 3種情形時，他只能開 2

號門，你若堅持不換，中車的幾率顯然是 1/3，但你若改變策略，換，只有第一種情形

發生時，你才不幸換錯，而第二、三情形出現時，你將大大提高將車開走的可能性，

此時中車的情形時 2/3，同理，當你第一次選擇了 2號門或者 3號門，結果完全同上.   

反方 4辯總結環節: 我方認為不換. 原因很簡單，當參與者作出選擇時，主持人

又幫參與者去掉一扇羊的門，就相當於去掉了一個元素，就只剩下一扇羊和一扇汽車

的門. 因此無論前面參與者選擇的是羊還是汽車，它中車的概率都是 1/2. 正如正方總

結所說，主持人隨機將轎車放在三扇門中任一扇門後面，就只剩下兩扇為山羊的門，

總共有三種情況. 但無論這三種情況中的哪一種，當主持人選擇一扇羊的門後，就只

剩下一扇羊的門和汽車的門，如果換的話，就由羊換為汽車，汽車換為羊，所以換與

不換無所謂. 因此，我們得出結論，要堅持自己的第一選擇，不換.   

主持人: 感謝雙方辯手，在這裡我們辯論賽部分就到此結束了，感謝大家! 

2.  條件概率與瑪麗蓮問題的爭論（時間： 25 至 30 分鐘） 

2. 1 問題導入 

根據課前的閱讀材料，我們知道“瑪麗蓮問題”帶來了正反兩方的激烈辯

論. 其實，不光是正反雙方在校內的辯論會上交鋒，當時國防部情報中心主任美

籍匈牙利數學家 Paul Erdos 也曾是反方立場的“忠實鐵粉”. 瑪麗蓮問題

（Monty Hall Probability）又稱為三門問題，其問題如下： 

台上有三扇關閉了的門，其中一個後面有汽車，其餘兩個是山羊，主持人

讓挑戰者任意選擇其一，然後她打開其餘兩扇門的其中之一. 但由於她知道那扇

門後有汽車，所以她打開的總是山羊. 這時候她讓挑戰者重選，就是說挑戰者可

以選換另一個剩下的門. 那麼換還是不換？ 

2. 2 問題的思考 

我們知道，挑戰者第一次選擇時，獲獎的概率為
1

3
. 但當主持人推開山羊的門

時，直覺就是在主持人的幫忙下排除了一個錯誤的選項，只剩二選一. 所以有人
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就會認為，既然換與不換猜中的概率各為 50%，那麼倒不如相信自己的第一感

覺，不換.  

我們不妨把主持人的出場循序調整一下： 

還是同一個舞台，三扇關閉著的門，這時候主持人先打開其中一個帶有山

羊的門，讓挑戰者在剩下的門中二選一，那麼獲獎的概率是什麼？這時候挑戰

者需要換門嗎？ 

顯然，在剩下的門中二選一是獨立事件，第一次選擇獲獎概率是 50%，第

二次選擇獲獎的概率也是一樣.  

2. 3 運用 Excel 及 VBA 編程做數學實驗 

接下來，還原主持人的出場順序： 

 

挑戰者對門進行三選一 

↓ 

主持人先打開其中一個帶有山羊的門 

↓ 

挑戰者作二選一的抉擇：“換”還是“不換” 

 

現使用軟件對上述過程進行模擬並統計獲獎比例.  

2. 3. 1 瑪麗蓮問題的算法設計 

使用數字 1、2、3 對三扇門進行編號，並使用隨機函數生成汽車所在的門

的編號，隨後再次使用隨機函數生成挑戰者的選擇，然後用分段函數及隨機函

數求得主持人打開有山羊的門的編號，最後計算出挑戰者換門的編號，並由系

統自行判斷換門後是否獲獎.  

表 1  瑪麗蓮問題的算法設計 

程序流程 例 1 例 2 

第一步 

用 1、2、3 對門進行編號; 

1 號門=1 

2 號門=2 

3 號門=3 

第二步 

用隨機函數生成汽 

車對應的門的編號 c 

 
c=1 

 
c=1 

第三步 

用隨機函數生成 

挑戰者的選擇 x 

 
x=2 

 
x=1 
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第四步 

求出主持人的開門編號 y 

y={
用隨機函數生成另外兩個編號，c = x

6 − c − x                                          ， c ≠ x
 

∵c ≠ x 

∴y  =6-c-x 
=3 

∵c = x 

∴y 由隨機函

數生成，不妨

設 
y=2 

第五步 

求出挑戰者換門的編號 z 

並判斷是否獲獎 
z=6−x − y 

∵ z=6-x-y 
=6-2-3 
=1 

∴z=c 

∴挑戰成功 

 ∵ z=6-x-y 
=6-1-2 
=3 

∴z≠c 

∴挑戰失敗 

2. 3. 2 瑪麗蓮問題的算法實現 

使用 VBA 結合 Excel 可實現上述算法，Excel 文件見本單元教案附件. 在進

行了 40 萬次模擬的數學實驗後（打開文件後按 Ctrl+T 自動運行，大概半分鐘

後便得到統計結果），統計結果如圖 1 所示： 

 

圖 1 四十萬次模擬的統計結果 

 

統計結果表明，換門後獲獎比例大幅上升，約為 66. 54%.  

2. 4 運用古典概型——依次抽籤模型進行思考 

設三人依次打開上述三扇門，其中 A 為挑戰者，B 為主持人，C 為另一位

挑戰者，如果 A、B、C 三位各不知情，即它們獲獎的事件相互獨立. 設符號[A]

為 A 獲獎，則第一個開門獲獎的概率 P([A])= 
1

3
.  

為求得當 A 不獲獎但 B 獲獎的概率，用捆綁法把 A、B 捆綁在一起，然後

從三扇門中先後選兩個進行排列𝐴3
2=6 並依次分配給 A、B 兩位，其中第二人獲

獎的情況有𝐴2
1𝐴1

1=2 種（兩扇不獲獎的門分配給 A，獲獎的門分配給 B），即

P([B])= 
𝐴2

1𝐴1
1

𝐴3
2 = 

1

3
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同理，把 A、B、C 捆綁成一個整體，再將三扇門進行排列𝐴3
3=6 並依次分

配給三位，其中第三位獲獎的情況有𝐴2
2𝐴1

1=2 種（兩扇不獲獎的門分配給 A、B

兩位，獲獎的門分配給 C），即 P([C])= 
𝐴2

2𝐴1
1

𝐴3
3 = 

1

3
 

由上述可知，不管 A、B、C 三人開門的次序如何，每位獲獎的概率均為
1

3
. 

如果在主持人不知情的情況下，挑戰者換門就相當於上述 A、B、C 三人依次開

門的問題，這時候挑戰者換與不換其獲獎概率都是
1

3
.  

此外，由上可知，若有 n 個人，從依次抽簽，且只有一簽能獲獎，則第

i(i=1,…,n)個人獲獎的概率為： 

P(X=i)= 
𝐴𝑛−1

𝑖−1 𝐴1
1

𝐴𝑛
𝑖  

上述為主持人在不知情的情況下求出的結果，但如果主持人知情，她總選

擇一個帶有山羊的門，因此 P([B])=0，所以第三位獲獎的概率為 P([C])=1－

P([B])－P([C])=1 −
1

3
=

2

3
，即換門後獲獎的概率是

2

3
.  

2. 5 運用條件概率模型進行思考 

現使用數字 1、2、3 對三扇門進行編號，令事件“汽車在 1、2、3 號門”

分別記為[C1] 、[C2] 、[C3]，則汽車在 1、2、3 號門的概率為 

P([C1])= P([C2])= P([C3])= 
1

3
.  

令事件“主持人打開 1、2、3 號門且是山羊” 分別記為[B1] 、[B2] 、[B3]. 

因此原題可改為： 

 

當挑戰者選擇了 1 號門，主持人打開了 3 號門時，求汽車在 1 號門的概率

P([C1]|[B3])（相當於挑戰者堅持選 1 號門的獲獎概率），以及汽車在 2 號門的

概率 P([C2]|[B3]) （相當於挑戰者選擇 2 號門的獲獎概率）.  

 

解：由貝葉斯定理可知 

P([C1]|[B3])=
P([C1])P([B3]|[C1])

P([B3])
 ；P([C2]|[B3])=

P([C2])P([B3]|[C2])

P([B3])
 

下用全概率公式求 P([B3])： 

當挑戰者選擇 1 號門且汽車在 1 號門時，主持人打開 3 號門的概率是
1

2
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P([B3]|[C1])= 
1

2
； 

當挑戰者選擇 1 號門且汽車在 2 號門時，主持人打開 3 號門的概率是1 

P([B3]|[C2])= 1； 

當挑戰者選擇 1 號門且汽車在 3 號門時，主持人打開 3 號門的概率是0 

P([B3]|[C3])= 0； 

所以： 

P([B3])= P([C1])·P([B3]|[C1])+ P([C2])·P([B3]|[C2])+ 

P([C3])· P([B3]|[C3]) 

               =
1

3
×

1

2
+

1

3
× 1 +

1

3
× 0 =

1

2
 

所以： 

P([C1]|[B3])=
P([C1])P([B3]|[C1])

P([B3])
=

1

3
×

1

2
1

2

=
1

3
 

P([C2]|[B3])=
P([C2])P([B3]|[C2])

P([B3])
=

1

3
×1

1

2

=
2

3
 

因此換門與不換門的概率是不同的，這時候應該根據概率計算的結果作出

理智的抉擇.  

3. 瑪麗蓮問題的拓展性思考（時間： 10 分鐘） 

3. 1 百萬富翁問題 

上世紀 90 年代末，一檔名為《百萬富翁》的綜藝節目曾風靡港澳地區. 挑

戰者歷盡艱辛為挑戰一百萬的獎金，而在遊戲的過程中遇到困難時可以使用三

個錦囊，分別是：“打電話問朋友”、“問現場觀眾”、“50、50”.  

 

圖 2 
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其中的“50、50”就是挑戰者可以選擇向主持人求助，這時候主持人則在

四個候選答案中幫助挑戰者排除其中的兩個.  

如圖 3，現假設某挑戰者正在挑戰最後一關——一百萬獎金，卻遇到了一道

自己完全不懂的題目.  

這時候挑戰者打算憑自己運氣去懵一個答案“B”. 主持人提醒他，還剩一

個錦囊“50、50”，是否需要使用？ 

挑戰者考慮到這是最後一關，不用白不用，於是使用了錦囊排除了“C、

D”兩個錯誤答案.  

現只剩 A、B 兩個候選答案，請問挑戰者應該堅持自己的第一感覺還是換另

一個選項？ 

 
圖 3 

 

解：P(換)=1－P(不換)=1－25%=75%> P(不換).  

這時候，選項 A 的獲獎概率為 75%，遠大於選項 B 的 25%的獲獎概率。 

3. 2 再次挑戰百萬富翁 

設某電視節目的“百萬富翁”把原來的“50、50”求助規則改為“33、

33、33”，即向主持人求助時，主持人只會排除一個錯誤選項，而不是兩個.  

假設你闖到了最後一關，遇到了一道完全不懂的題目，但還剩一個“33、

33、33”錦囊.  

這時候你向主持人透露，自己打算選 A，而主持人則幫你排除了 D 選項，

目前還是 A、B、C 三項，請分別求這三個選項的獲獎概率.  

解：令事件“百萬大獎在 A、B、C、D 選項”分別記為[mA] 、[mB] 、

[mC] 、[mD]，則對應的概率為 

P([mA])=P([mB])=P([mC])=P([mD])= 
1

4
.  

令事件“主持人排除 A、B、C、D 選項” 分別記為[nA] 、[nB] 、[nC]、

[nD]. 

由貝葉斯定理可知 
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P([mA]|[nD])=
P([mA])P([nD]|[mA])

P([nD])
 ；P([mB]|[ nD])=

P([mB])P([nD]|[mB])

P([nD])
；

P([mC]|[ nD])=
P([mC])P([nD]|[mC])

P([nD])
.  

下用全概率公式求 P([nD])： 

當挑戰者選擇 A 且大獎在 A 時，主持人排除 D 的概率是
1

3
 

P([nD]|[ mA])= 
1

3
； 

當挑戰者選擇 A 且大獎在 B 時，主持人排除 D 的概率是
1

2
 

P([nD]|[ mB])= 
1

2
； 

當挑戰者選擇 A 且大獎在 C 時，主持人排除 D 的概率是
1

2
 

P([nD]|[ mC])= 
1

2
； 

當挑戰者選擇 A 且大獎在 D 時，主持人排除 D 的概率是0 

P([nD]|[ mD])= 0； 

 

所以： 

P([nD])= P([mA])·P([nD]|[ mA])+ P([mB])·P([nD]|[ mB])+ 

P([mC])·P([nD]|[ mC]) + P([mD])·P([nD]|[ mD]) 

               =
1

4
×

1

3
+

1

4
×

1

2
+

1

4
×

1

2
+

1

4
× 0 =

1

3
 

所以： 

P([mA]|[nD])=
P([mA])P([nD]|[mA])

P([nD])
=

1

4
×

1

3
1

3

=
1

4
 

P([mB]|[nD])=
P([mB])P([nD]|[mB])

P([nD])
=

1

4
×

1

2
1

3

=
3

8
 

P([mC]|[nD])=
P([mC])P([nD]|[mC])

P([nD])
=

1

4
×

1

2
1

2

=
3

8
 

因此換（如換為 B）的獲獎概率（37. 5%）比不換的（25%）要高.  



2019/2020 

參選編號:C017 

 38 

4. 小結與功課（時間：5 分鐘） 

4. 1 小結 

1. 瑪麗蓮問題的模擬實驗的算法設計思路； 

2. 依次抽籤的概率計算公式； 

3. 條件概率求瑪麗蓮問題的方法； 

4. 瑪麗蓮問題的拓展性思考——百萬富翁問題.  

4. 2 功課 

完成 P69 思考與交流 1~4，鞏固提高全部 
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叄、試教評估 

本單元教案從條件概率的問題開始展開學習. 在學習的過程中，

涉及到多個學生首次學習的概念，如：二項分佈、高爾頓釘板等等.

為此，本教案結合了大量學生所熟悉的日常生活背景作為引例，把

抽象的數學概念形象化，幫助學生更好地建構自己的知識體系. 

試教本單元教案時，學生普遍會產生一種感慨，原來生活之中

充滿“埋伏”——如三門問題的爭論，如果不用數學工具分析，我

們的大腦就很可能無法明辨其中的是非. 其實不單三門問題是這樣，

實現中還有很多類似的情況，這恰好說明了數學工具在決策中起到

了舉足輕重的作用.  
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肆、反思與建議 

數學建模是貫穿在本單元教案的主線，但在教學過程中，也不

應過分強調學生數學建模的能力，教師應該把學生的建模能力看成

是一個動態成長的過程，如果學生在日常思考問題的時候，不再是

“想當然”，而是自覺地用建模方法去思考問題，那麼就足以說明本

教案取得了成功.  

此外，在本單元教案最後一個課節中涉及到計算機算法的設計

及初步編程的思想，因本單元主要內容以概率論相關的知識為主，

故課堂上不作展開，但可讓學有餘力的同學用餘霞時間繼續鑽研數

學建模中的編程問題.  
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附錄 

教材 
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